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深さ優先分枝限定法による目的変数パラメータ数を最小化する

ベイジアンネットワーク分類器学習

加藤 弘也†a) 菅原 聖太†b) 植野 真臣†c)

Learning Bayesian Network Classifiers to Minimize the Number of Class Variable Param-
eters by Depth-First Branch and Bound Algorithm

Koya KATO†a), Shouta SUGAHARA†b), and Maomi UENO†c)

あらまし ベイジアンネットワーク分類器 (Bayesian Network Classifier: BNC)は高い分類精度をもつことが知ら
れている．近年，最も分類精度の高い BNCとして，I-mapの中で目的変数パラメータ数 (Number of Class variable
Parameters: NCP)を最小にして，分類確率の推定のみを最適化する BNC学習法が提案されている．この BNC学
習では幅優先探索を用いたアルゴリズムが提案されているが，20変数程度の構造学習が限界である．より大規模
な構造を学習するために，本論文では，枝刈りにより構造学習を効率的に行うことができる深さ優先分枝限定法
を用いた新たなアルゴリズムを提案する．具体的には，(1) Naive Bayes の NCP がその下限値であることを証明
し，(2)深さ優先分枝限定法のための NPCリバースオーダグラフを提案して，(1)で示した下限値を用いた枝刈り
を導入する．提案手法は以下の利点がある．(1) 従来手法よりも計算時間を大幅に削減する．(2)実行途中にメモ
リ等のリソースが不足してもそれまでの最適な構造を得ることが可能である．レポジトリデータセットを用いた
実験により，提案アルゴリズムは従来手法では学習できない 58 変数の構造学習を実現することを示す．
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1. ま え が き

確率アプローチに基づく分類器は，漸近的に真の分
類確率を推定可能であるだけでなく，高い解釈性をも
つことから様々な目的で応用されてきた [1]～[3]．こ
のような分類器の一つとして，ベイジアンネットワー
ク分類器 (Bayesian Network Classifier: BNC)が知られ
ている [4]～[9]．
現在，最も分類精度の高い BNCとして，菅原ら [9]

は，目的変数が親変数をもたない制約の下で，真の同
時確率を表現可能な構造のうち，目的変数に影響す
るパラメータ数 (Number of Class variable Parameters:
NCP)のみ最小にする BNC学習法を提案している．
一方，従来のベイジアンネットワーク (Bayesian Net-
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work: BN)構造学習は，全ての構造の中で，周辺ゆう
度 (Marginal Likelihood: ML)を最大にする構造を推定
し [10]～[19] , 分類に影響しない変数を含めた同時確
率分布を推定する．菅原ら [9]の手法は分類に影響す
る目的変数に関わるパラメータ数のみを最小化し分類
確率の推定のみを最適化しようとするもので，新たな
学習アルゴリズムを必要とした．そこで，彼らは，以
下の二つのステップからなる新しいアルゴリズムを提
案している．第一ステップでは，目的変数から始まる
全ての変数順序について，MLを最大化する構造をそ
れぞれ求める．このステップは変数数を n とすると
O(2n)の計算量で計算される．第二ステップでは，第
一ステップで求めた構造のうち NCP を最小にする構
造を探索する．このステップは O(n2n)の計算量で計
算される．第二ステップの探索はグラフの最短パス探
索問題として定式化され，彼らのアルゴリズムは幅優
先探索により最短パスを探索するが，以下の問題があ
る．(1) 変数数の増加に従い膨大な計算時間が必要と
なり，20変数程度の構造学習が限界である．(2)探索
終了まで解となる構造を得ることができないため，時
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間制限やメモリ不足によりそれまでの探索結果が失わ
れ一つも構造を得ることができない場合がある．
本論文では，以上の問題を緩和するために，新しい

アルゴリズムを提案する．菅原ら [9]のアルゴリズム
の第二ステップは，計算量が第一ステップに比べ大き
く，大規模な構造学習のために改良する必要がある．
そこで，本論文では，第二ステップにおける探索を枝
刈りにより効率化することを考える．菅原ら [9]の用
いている幅優先探索は逐次的に最適な構造を更新でき
ないため，枝刈りを適用しても，その効果が制限的で
ある．本論文では，幅優先探索ではなく，逐次的に最
適な構造を更新する深さ優先探索に枝刈りを適用する
新しい探索アルゴリズムを提案する．提案手法は菅原
らの手法 [9]と計算量のオーダは変わらないが，幅優
先探索から深さ優先探索に変更することで，探索が進
むにつれて枝刈りの回数が増加し，探索空間の削減が
加速する．枝刈りには最短パス探索におけるノードか
ら終点までの NCP の下限値が必要になる．本研究で
は，目的変数の子変数を説明変数とする Naive Bayes
の NCP がその下限値を与えることを証明する．この
定理に基づき，提案手法は目的変数に関係する変数を
Bayes factor による変数選択で求め，それらの変数で
構成する Naive Bayesの NCPを探索における下限値と
する．このアルゴリズムの利点として，以下が挙げら
れる．(1) 深さ優先分枝限定法における枝刈りを行う
ことで，計算量のオーダは変わらないが従来手法より
計算時間の削減が可能になる．(2) 実行途中にメモリ
等のリソースが不足してもそれまでの最適な構造を得
ることが可能になる．
複数のベンチマークによる比較実験で，提案手法が
従来手法と同等の精度を保ったまま，計算時間を削減す
ることを示す．また，探索の途中でもその時点までの
最適な構造が得られることの有効性を示す．更に，従来
手法では 20変数程度の構造学習が限界であったが，提
案手法では 58変数の構造学習を実現することを示す．
これまでにも枝刈りを行うことで BN構造学習を効

率的に行う手法が提案されている [14]～[17] が，ML
最大化のために提案されたものであり，探索空間及び
目的とする構造が本問題とは異なる．

2. 目的変数パラメータ数最小化による
BNC学習

2. 1 ベイジアンネットワーク分類器
べイジアンネットワーク分類器 (以降，BNC)は，ベ

イジアンネットワーク (以降，BN)の一つであり，確
率変数をノードとし，ノード間の依存関係をエッジで
表す非循環有向グラフ (Directed Acyclic Graph: DAG)
G と，各ノードの親ノード集合を所与とした条件付
き確率パラメータ集合 Θで表現される [4]～[9]．BNC
では，G において一つのノードを目的変数，その他の
ノードを説明変数として扱い，目的変数は親変数をも
たないとする．
今，G は離散確率変数集合 V = {X0,X1, . . . ,Xn} の
各変数をノードとしてもつとする．また，各変数 Xi は
ri 個の状態集合 {1, . . . ,ri} から一つの値を取るとし，
Xi が状態 k を取るとき，Xi = k と書く．更に， X0
を目的変数，X1, . . . ,Xn を説明変数とする．このとき，
BNCでは，同時確率分布を条件付き確率の積に分解し
て以下のように表せる．

P(X0,X1, . . . ,Xn | G) =
n∏
i=0

P(Xi | Pa(Xi,G),G).

(1)

ここで，Pa(Xi,G)は Xi の Gにおける親変数集合を表
す．また，説明変数のデータ x = ⟨x1, . . . , xn⟩ を得た
とき，目的変数の推定値 ĉ は次式で表される．

ĉ = arg max
c∈{1,...,r0 }

P(c | x,G,Θ). (2)

ĉを得るためには，条件付き確率パラメータ集合Θを
データから推定する必要がある．今，θi jk を Pa(Xi,G)
が j 番目のパターンをとったとき (Pa(Xi,G) = j と書
く) に，Xi = k となる条件付き確率パラメータとす
る．ここで，条件付き確率パラメータ集合 Θは θi jk を
用いて Θ =

∪n
i=0

∪qi
j=1

∪ri
k=1{θi jk } で定義される．こ

こで，qi は Pa(Xi,G) の取りうるパターン数であり，
qi =

∏
l:Xl ∈Pa(Xi ,G) rl で定義される．θi jk の推定法に

は，その期待値である Expected A Posteriori (EAP)が
最も良く用いられる．サンプルが N 個あるデータが
得られたときの EAP は条件付き確率パラメータの事
前分布にディリクレ分布を仮定すると以下で表され
る [20]．

θ̂i jk =
αi jk + Ni jk

αi j + Ni j
. (3)

ここで，Ni jk は Xi = k かつ Pa(Xi,G) = j となる頻度
を表す．また，αi jk はディリクレ事前分布のハイパー
パラメータを表し，Ni j =

∑ri
k=1 Ni jk , αi j =

∑ri
k=1 αi jk
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である．
BNC の条件付き確率パラメータを推定するために

は，構造 Gをデータから推定する必要があり，この問
題を BNC の構造学習という．BNC の構造学習では，
一般に，BN同様 I-mapの中で最適な構造を探索する．
I-mapを定義するために，まず，d分離の定義を行う．
BNC は，G 上で確率分布の条件付き独立性を d 分離
により表現する．G における道 p 上の三変数 X,Y, Z

が，X → Z ← Y と結合するとき，Z を pにおける合
流点と呼ぶ．このとき，d分離は以下のように定義さ
れる [21]．
［定義 2.1］ G において X,Y ∈ V,Z ⊆ V\{X,Y } とし
たとき，Zが X と Y を結ぶ任意の道 pについて以下
のいずれかの条件を満たすとき，Gにおいて X,Y は Z
によって d分離されるという．
（ 1） pにおける合流点ではない変数 Z ∈ Zが p上
に存在する．
（ 2） pにおける合流点 Z が p上に存在し，Z とそ
の子孫は Zに属さない．
この関係を I(X,Y | Z)G と書く．一方，真の同時確率
分布において X,Y が Z を所与として条件付き独立で
あるとき，I(X,Y | Z)M と書く．ここで，I-map は以
下で定義される [21]．
［定義 2.2］ G が以下を満たすとき，G をインディペ
ンデントマップ (Independent map: I-map)という．

∀X,Y ∈ V,∀Z ⊆ V\{X,Y }, (4)

I(X,Y | Z)G ⇒ I(X,Y | Z)M .

Gが I-mapであるとき，その構造が表現する同時確率
分布は漸近的に真の同時確率分布に収束する [22]．

2. 2 目的変数パラメータ数を最小にする BNC
2. 2. 1 手法の概要
前節で紹介した BNCは，全変数の同時確率分布を
推定するもので，分類に関係のない変数についても最
適化しており，分類確率の推定効率が悪い．そこで，
菅原ら [9]は，分類確率のみを効率的に推定する BNC
として，以下で定義される目的変数パラメータ数 (以
降，NCP)を最小にする I-mapの学習法を提案した．

NCP(G) =
n∑
i=0

NCPi(Pa(Xi,G)). (5)

こ こ で ，i = 0 ∨ X0 ∈ Pa(Xi,G) の と き
NCPi(Pa(Xi,G)) = (ri − 1)qi であり，それ以外のと

き NCPi(Pa(Xi,G)) = 0である．
菅原ら [9] の手法を説明するため，変数順序及び周

辺ゆう度を以下で定義する．Vの各変数を要素とする
ベクトル σ に対し，σ の i 番目の要素 Xσi について
∀i ∈ {1, . . . ,n}, Pa(Xσi ,G) ⊆

∪i−1
j=1{Xσ j } が成り立つ

とき，σを Gの変数順序という．また，Gの周辺ゆう
度 P(D | G) は条件付き確率パラメータの事前分布を
ディリクレ分布であると仮定すると，次のように閉形
式で表される [23]．

P(D | G) =
n∏
i=0

qi∏
j=1

Γ(αi j )
Γ(αi j + Ni j )

ri∏
k=1

Γ(αi jk + Ni jk )
Γ(αi jk )

.

(6)

近年では，αi jk = α/(riqi) とした，Bayesian Dirichlet
equivalent uniform (BDeu) が一般的に用いられる
[20], [23]．ここで，α は Equivalent Sample Size(ESS)
と呼ばれる事前知識の重みを示す擬似サンプルのサイ
ズである．また，log BDeuは次の性質を満たす．

log BDeu(G) =
n∑
i=0

Scorei(Pa(Xi,G)). (7)

ここで，Scorei(Pa(Xi,G)) は Xi と Pa(Xi,G) のみに
依存する関数であり，ローカルスコアと呼ばれる．
ローカルスコア Scorei(Pa(Xi,G))は以下のように表せ
る [23]．

Scorei(Pa(Xi,G)) (8)

=

qi∑
j=1

(
log

Γ(αi j )
Γ(αi j + Ni j )

+

ri∑
k=1

log
Γ(αi jk + Ni jk )
Γ(αi jk )

)
.

菅原ら [9]は変数集合 Vからなる全ての変数順序集
合を σ(V)としたとき，次の定理を証明した．
［定理 2.1］ ∀σ ∈ σ(V) について，σ を所与として
BDeu を最大化する構造は，σ に従う I-map の中で
NCPが最小の構造に漸近的に一致する．
この定理に基づき，彼らの手法は以下の二つのス
テップから構成される．第一ステップでは，目的変数
から始まる全ての変数順序について，BDeuを最大化
する構造をそれぞれ求める．第二ステップでは，第一
ステップで得られた構造の中で NCP 最小の構造を探
索する．

2. 2. 2 学習アルゴリズム
菅原ら [9]の学習アルゴリズムの具体的な説明のた
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め，用語の定義や表記を以下で定める．変数順序 σに
おいて変数 X に先行する変数の集合を PreσX で表す．
また，変数 Xiについて，候補親変数集合をZi ⊆ V\{Xi}
としたときの最適親変数集合 g∗i (Zi)を以下で定義する．

g∗i (Zi) = arg max
W⊆Zi

Scorei(W). (9)

X0 ∈ Z となる変数集合 Z ⊆ V に対する変数順序
σZ ∈ σ(Z)のうち目的変数が先頭になるもの，つまり
Xσ1

Z
= X0 となるものの集合を σ0(Z) で表す．また，

変数順序 σZ ∈ σ(Z)に従う変数集合 Zからなる構造の
中で BDeuを最大にする構造を G∗σZ (Z)で表す．定理
2.1より G∗σZ (Z)は σZ に従う I-mapの中で NCPが最
小の構造に一致する．また，G∗(Z)を変数集合 Zから
なる I-mapの中でNCPが最小の構造とする．G∗(Z)は
∀σ0 ∈ σ0(Z)に対して，NCP(G∗σ∗ (Z)) ≤ NCP(G∗σ0 (Z))
となる σ∗ ∈ σ0(Z)についての G∗σ∗ (Z)と定義される．
また，ある変数が子変数をもたないとき，その変数を
sinkと呼ぶ．
第一ステップでは，∀σ0 ∈ σ0(V) について σ0
に従う I-map の中で NCP が最小の構造 G∗σ0 (V) を
求める．V の変数数を n + 1 としたとき，G∗σ0 (V)
は各変数とその親変数集合を対とする n + 1 組の
対 (X0,∅), (X1, g

∗
1(Preσ0

X1
)), . . . , (Xn, g

∗
n(Preσ0

Xn
))で表され

る．したがって，G∗σ0 (V)を得るには ∀σ0 ∈ σ0(V),∀i ∈
{1, . . . ,n}について g∗i (Preσ0

Xi
)を求めれば良い．しかし，

異なる二つの変数順序σとσ′について，PreσXi
= Preσ′Xi

のとき，g∗i (PreσXi
) = g∗i (Preσ′Xi

)となる．この重複探索
を避けるためには，∀i ∈ {1, . . . ,n},∀Zi ⊆ V\{Xi}に対
する g∗i (Zi) の計算のみを行えば良い [9]．g∗i (Zi) は，
式 (8), (9) により計算される．このステップは，並列
化を行うことで，O(2n)の計算量で計算される [13]．
第二ステップでは，第一ステップで得られた σ0(V)
の各変数順序に従う NCP最小の I-mapの中から NCP
が最小の構造を探索する．この構造は，変数集合 Vか
らなる I-mapの中で NCPが最小の構造 G∗(V)に一致
する．菅原ら [9]は，この探索を Silanderら [13]の動
的計画法を用いて行った．

3. 深さ優先分枝限定法による BNC学習法
の提案

本論文では，菅原 [9]らのアルゴリズムの第二ステッ
プにおける探索を効率化する新たなアルゴリズムを提
案する．彼らの手法は第二ステップにおける探索にグ

ラフを用いていないため，枝刈りを適用することがで
きない．そこで，本論文では，第二ステップにおける
探索をグラフを用いた最短パス探索問題として定式化
する．
枝刈りはその回数が増加するほど探索空間をより削
減する．枝刈りの回数は，最適な構造を逐次的に更新
することにより効率的に増加する．そこで，本論文で
は，最適構造の更新が可能な深さ優先探索に枝刈りを
適用する．深さ優先探索は，枝刈りの回数を増加させ
るだけでなく，時間制限やメモリ等のリソースが不足
した場合でもそれまでの最適な構造を得ることができ
る．以下では，このアルゴリズムを深さ優先分枝限定
法と呼ぶ．本章では，まず，第二ステップにおける探
索を最短パス探索問題として定式化し，その後，深さ
優先分枝限定法の詳細を述べる．

3. 1 NPCリバースオーダグラフ
本節では，枝刈りを導入するために菅原ら [9]の手法
の第二ステップを NPC リバースオーダグラフを用い
た最短パス探索問題として定式化する．NPCリバース
オーダグラフは，X0 ∈ Uとなる任意の変数集合 U ⊆ V
に対応するノード集合と，ノード集合の各ノードUから
ノードU\{Xi}に引かれたエッジ集合からなる有向グラ
フである．4変数に対する NPCリバースオーダグラフ
例を図 1に示す．ここで，ノードUからノードU\{Xi}
へのエッジは変数集合 Uからなる構造の sinkが Xi で
あり，Xi の親変数集合が g∗i (U\{Xi})であることを意味
する．例えば，エッジ {X0,X1,X2,X3} → {X0,X1,X2}
は {X0,X1,X2,X3} からなる構造の sinkが X3 であり，
X3 の親変数集合が g∗3({X0,X1,X2})であることを意味
する．そして，ノード Uからノード U\{Xi}へのエッ
ジがもつ NCP をコストとして NCPi(g∗i (U\{Xi})) と
定義する．これは，Xi の親変数集合が g∗i (U\{Xi})で
あるときの NCPi に対応する．NPC リバースオーダ

図 1 4 変数の NPC リバースオーダグラフ
Fig. 1 A NPC reverse order graph of four variables.
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グラフの始点 Vから終点 {X0} へのノードの連なりで
あるパスは σ0(V) の各変数順序に対応し，変数順序
σ0 ∈ σ0(V)に対応するパス pを始点から終点へ辿るこ
とで，変数数を n+ 1としたとき，sinkとその親変数集
合の n 組の対 (X1, g

∗
1(Preσ0

X1
)), · · · , (Xn, g

∗
n(Preσ0

Xn
)), す

なわち G∗σ0 (V)が得られる．また，パスのコストをそ
のパスを始点から終点まで辿ったときのコストの総和
に X0 の NCP0 である r0 − 1を加えたものと定義する
と，変数順序 σ0 に対応するパス pのコスト c(p)は

c(p) =
n∑
i=1

NCPi(g∗i (Preσ0
Xi
)) + r0 − 1

= NCP(G∗σ0 (V)) (10)

となり，σ0 に従う I-map の中で NCP が最小の構造
G∗σ(V) の NCP, NCP(G∗σ(V)) に一致する．最短パス
p∗ を任意のパス pに対し，c(p∗) ≤ c(p)が成り立つパ
スと定義し，最短パス p∗ に対応する変数順序を σ∗0 と
すると，最短パスのコスト c(p∗)は

c(p∗) =
n∑
i=1

NCPi(g∗i (Preσ
∗

Xi
)) + r0 − 1

= NCP(G∗σ∗ (V))

≤ NCP(G∗σ0 (V)) (11)

と表せる．最短パスの探索は，第一ステップで求めた
構造の中で NCP が最小になる構造の変数順序を探索
することと等しい．最短パス p∗ により，I-mapの中で
NCPが最小の構造 G∗(V)が得られる．

3. 2 深さ優先分枝限定法を用いた最短パス探索
菅原ら [9]の第二ステップの手法は枝刈りによる効率

化を行わないので探索グラフを用いていないが，NPC
リバースオーダグラフの最短パスを幅優先探索する手
法に一致する．図 2は 4変数の NPCリバースオーダ
グラフに対する幅優先探索の動作例を表している．幅
優先探索は NPCリバースオーダグラフの始点 Vから
探索を開始し，幅優先的にノードの展開を行う．
例えば，図 2では，まず {X0,X1,X2,X3} を展開し，
{X0,X1,X2}, {X0,X1,X3}, {X0,X2,X3}の順で探索する．
次に，{X0,X1,X2} を展開し，{X0,X1}, {X0,X2} の順
で探索する．また，{X0,X1,X2} の展開が終了すると，
{X0,X1,X3}の展開が行われ，以後同様に，全てのノー
ドの展開を行う．幅優先探索は変数数を n + 1とした
とき，O(n2n)の計算量を必要とする．幅優先探索は変
数数の増加に伴い膨大な計算時間が必要になるため，

図 2 幅優先探索の動作例
Fig. 2 A running example of the breadth-first search.

図 3 深さ優先分枝限定法の動作例
Fig. 3 A running example of the depth-first branch and bound

algorithm.

20変数程度の構造学習が限界である．
本論文では，NPC リバースオーダグラフを用いた
探索を枝刈りにより効率化することを考える．幅優先
探索は，最適構造を逐次的に更新できないため，枝刈
りを適用しても，その効果が限定的である．本論文で
は，最適構造の更新が可能な深さ優先探索に枝刈りを
適用する．枝刈りは f (U)コストを利用して行われる．
f (U)コストは，NPCリバースオーダグラフにおける
始点からノード U までのパスのコスト (g(U) コスト)
と，ノード U から終点までのパスのコストの下限値
(h(U)コスト)の和として定義される． f (U)コストが
これまでに発見されている最適な構造のコストを上回
るとき，ノード Uを通るいずれのパスも最適ではない
とわかるため，ノード Uは枝刈りされる．
図 3 は深さ優先分枝限定法の動作例を表している．
深さ優先分枝限定法は NPC リバースオーダグラフの
始点 Vから探索を開始し，深さ優先的にノードの展開
を行う．
例えば，図 3では，まず {X0,X1,X2,X3} を展開し，
{X0,X1,X2}を探索する．次に，{X0,X1,X2}を展開し，
{X0,X1} を探索する．そして，{X0,X1} を展開し，終
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点である {X0} を探索する．この時点で，変数順序
(X0,X1,X2,X3) に従う I-map の中で NCP が最小の構
造を得られる．そして，この構造の NCP をこれまで
の最適構造のコストとする．この更新は，逐次的に最
適構造を更新する深さ優先探索特有のプロセスであ
り，このコストは探索が進むにつれて小さい値に更新
される．この更新が，枝刈りの回数を増加させる．ま
た，{X0,X1} の展開が終了すると，次に {X0,X1,X2}
から {X0,X2} への展開を行う．ここで， f ({X0,X2})
がこれまでの最適構造のコストを上回っている場合，
{X0,X1,X2}から {X0,X2}への展開は行われず，枝刈り
される．その後，{X0,X1,X2,X3} から {X0,X1,X3} へ
の展開が行われ，以後同様に，枝刈りを行いながら探
索を行う．深さ優先分枝限定法は，幅優先探索と計算
量のオーダは変わらないが，枝刈りにより効率的な探
索を実現する．
この深さ優先分枝限定法の詳細を Algorithm 1 に示

す．Algorithm 1 では，データ D を入力として，関数
EXPANDを再帰的に実行することで，NPCリバース
オーダグラフの探索を行う．また，関数 EXPAND内
の hexact (U)は，NPCリバースオーダグラフのノード
Uから終点までのパスのコストを表し，optimal は，そ
れまでに得られている最適なパスのコストを表す．関
数 EXPANDの概略は次のとおりである．NPCリバー
スオーダグラフにおけるノード Uを入力として受け取
り，ノード U\{Xi} の探索を開始する (20行目から 36
行目). (1) ノード U\{Xi} における g(U\{Xi}) の計算
を行う (21行目から 25行目). (2)ノード U\{Xi} にお
ける h(U\{Xi})の計算を行い，(1)で求めた g(U\{Xi})
との和をとることで， f (U\{Xi}) を計算する (29 行
目). (3)それまでに得られている最適なコスト optimal

が (2) で計算した f (U\{Xi}) を下回る場合，ノード
U\{Xi} を通るいずれのパスも最適ではないとわかる
ため，関数 EXPANDは呼び出さず，U\{Xi}は枝刈り
される．また，optimal が f (U\{Xi}) を上回る場合，
ノード U\{Xi} を入力にして，関数 EXPAND を再帰
的に呼び出す (30行目から 32行目). (4) hexact (U)の
更新，optimal の更新を行う (33行目から 42行目). (4)
の optimal の値は探索が進むにつれて小さい値に更新
される．次節では，(2)の計算で必要になる h(U)の推
定法を提案する．

3. 3 Naive Bayesを用いた下限
h(U)コストの計算には，ヒューリスティック関数を

用いる．本論文では，以下の定理 3.1を証明し，新し

Algorithm 1 The depth first branch and bound algorithm
1: function main(D)

D: データ
2: 第一ステップの探索として ∀i ∈ {1, . . . , n}, ∀Zi ⊆ V\{Xi }に対
する g∗

i
(Zi ) の計算を行う

3: for U ∈ 2V\{X0} do
4: hexact (U ∪ {X0 }) ← ∞
5: g(U ∪ {X0 }) ← ∞
6: end for
7: optimal ←∞
8: Repair ← (V, 0)
9: while |Repair | > 0 do

10: for (S, g) ∈ Repair do
11: if g(S) > g then
12: g(S) ← g

13: Repair′ ← EXPAND(S, Repair)
14: end if
15: end for
16: Repair ← Repair′

17: end while
18: end function

19: function expand(U, Repair)
20: for Xi ∈ U\{X0 } do
21: g← g(U) + NCPi (g∗i (U\{Xi }))
22: duplicate← exists(g(U\{Xi }))
23: if g < g(U\{Xi }) then
24: g(U\{Xi }) ← g

25: end if
26: if duplicate and g < g(U\{Xi }) then
27: Repair ← Repair ∪ (U, g)
28: end if
29: f ← h(U\{Xi }) + g(U\{Xi })
30: if !duplicate and f < optimal then
31: EXPAND(U\{Xi }, Repair)
32: end if
33: if hexact (U) > NCPi (g∗i (U\{Xi })) + hexact (U\{Xi }) then
34: hexact (U) ← NCPi (g∗i (U\{Xi })) + hexact (U\{Xi })
35: end if
36: end for
37: if U == {X0 } then
38: hexact (U) ← 0
39: end if
40: if optimal > hexact (U) + g(U) then
41: optimal ← hexact (U) + g(U)
42: end if
43: return Repair

44: end function

いヒューリスティック関数を提案する．
［定理 3.1］ 任意の変数集合Vに対して，I-mapの中で
NCPを最小にする BNCを G∗(V)とし，G∗(V)におけ
る目的変数の子変数集合 Vc を説明変数とする Naive
Bayesを GNB(Vc)とすると

NCP(GNB(Vc)) ≤ NCP(G∗(V)) (12)

が成り立つ．ただし，Naive Bayesは，全説明変数が目
的変数のみを親にもつと仮定する BNCである．
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証明は付録に記した．
定理 3.1 より，G∗(V) の目的変数の子変数集合 Vc

を得ることで，G∗(V)の NCPの下限値を推定できる．
したがって，本論文では，NPCリバースオーダグラフ
におけるノード Uから終点までの下限を計算するため
に，次式で表される新しいヒューリスティック関数を
提案する．

h∗(U) =
∑

Xi ∈(U∩Vc )
NCPi(X0). (13)

提案するヒューリスティック関数は，目的変数の子変
数集合 Vc が与えられたとき，無矛盾性という性質を
もつ．無矛盾性をもつヒューリスティック関数は，最
短パスの探索を保証する [24]．
［定義 3.1］ 探索グラフの任意のノード U と U から
エッジが引かれている任意のノードRについて，ヒュー
リスティック関数 h(U)が以下の不等式を満たすとき，
h(U)は無矛盾であるという．

h(U) ≤ h(R) + c(U,R). (14)

ここで，c(U,R)はエッジ U→ Rのコストである．
［定理 3.2］ h∗ は無矛盾である．
証明は付録に記した．
しかし，提案するヒューリスティック関数における

Vc を事前に知ることはできない．そこで，提案手法
では，Bayes factor による変数選択により Vc を推定
する．

Sugaharaら [7]は，Bayes factorにより目的変数の子
変数を選択する手法を提案した．Bayes factorは，目的
変数 X0 と説明変数 Xi 間について従属なモデル g1 と
独立なモデル g2 の BDeu の比を求めることで厳密な
モデル選択を行う手法である．このときの Bayes factor
BF(X0,Xi)は，

BF(X0,Xi) =
BDeu(g1)
BDeu(g2)

(15)

で表される．Sugahara ら [7] の手法では，式 (15) の
対数 Bayes factor がしきい値より小さい場合に，X0
と Xi は独立であると判定する．BDeuに基づく Bayes
factorは漸近的に真の目的変数の子変数集合を推定で
きる [7], [25], [26]．
提案手法では，深さ優先分枝限定法を行う前に目的
変数 X0 と ∀Xi ∈ V\{X0} について Sugahara ら [7] で
提案された Bayes factorを用いた変数選択を行う．そ

して，選択された変数集合を Vc として用いる．
深さ優先分枝限定法の効率は，下限推定の際の計算
量に依存し，その計算量が大きいとき，枝刈りを行わ
ない場合よりも悪化することがある．提案手法におい
て，ヒューリスティック関数自身の計算は変数数を
n + 1としたとき，O(n)で行われる．また，提案手法
は深さ優先分枝限定法の前に Bayes factorを用いた変
数選択による Vc の推定を必要とする．提案手法は Vc

を O(n)で推定可能であり，下限推定の際の計算量は最
短パス探索に必要な計算量に比べ十分に小さい．以上
から，提案手法は，幅優先探索で全てのノードとエッ
ジを探索する場合に比べ枝刈りによる計算時間の改善
が期待される．
これまでに，枝刈りにより BN構造学習を効率化す
るアルゴリズムが提案されている [14]～[17]．これら
のアルゴリズムに提案アルゴリズムも大きくインスパ
イアされているが，本問題とは探索空間及び目的が異
なることに留意いただきたい．

4. 評 価 実 験

この章では提案手法の利点を示すための実験を行う．
4. 1 実データを用いた分類精度比較
まず，実データを用いて以下の 6種類の手法の分類
精度を比較する．

• Naive Bayes (Friedmanら [4])
• GBN-BDeu: 全ての構造の中で BDeu が最大と

なる BNC
• ANB-BDeu (菅原ら [5]～[7]): BDeuが最大とな

る Augmented Naive Bayes
• 幅優先探索 (菅原ら [9]): 幅優先探索を用いて学

習した，NCP最小 I-mapとなる BNC
• 幅優先分枝限定法 : Naive Bayes による下限値

を用いた幅優先分枝限定法により学習した，NCP最小
I-mapとなる BNC

• 深さ優先分枝限定法 (提案手法) : Naive Bayesに
よる下限値を用いた深さ優先分枝限定法により学習し
た，NCP最小 I-mapとなる BNC

Naive Bayes, GBN-BDeu, ANB-BDeu については，
Java で実装し，幅優先探索，幅優先分枝限定法，深
さ優先分枝限定法については C++で実装した．また，
3.2 GHzの 16コアプロセッサと 128 GBのメモリを搭
載した PCで実験を行った．この実験では，UCIレポ
ジトリデータベース [27]に登録されている 21個のベ
ンチマークデータセットを用いた．菅原ら [9]と同様
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表 1 各手法の分類精度．
Table 1 Classification accuracies of the respective methods.

Sample Naive GBN- ANB- 幅優先 深さ優先
No. Dataset Variables size SPP Bayes BDeu BDeu 幅優先探索 分枝限定法 分枝限定法
1 Lenses 5 24 3.33 × 10−1 0.7500 0.8333 0.7500 0.8750 (2.0) 0.8750 (2.0) 0.8750 (2.0)
2 Hayes-Roth 5 132 2.29×10−1 0.8182 0.6212 0.7879 0.8333 (3.0) 0.8333 (3.0) 0.8333 (3.0)
3 Iris 5 150 3.13×100 0.7133 0.8267 0.8156 0.8200 (3.1) 0.8200 (3.9) 0.8200 (3.1)
4 Balance Scale 5 625 3.33×10−1 0.9152 0.9152 0.9152 0.9152 (4.0) 0.9152 (4.0) 0.9152 (4.0)
5 Banknote authentication 5 1372 4.29×101 0.8433 0.8812 0.8812 0.8819 (2.0) 0.8819 (2.0) 0.8819 (2.0)
6 LED7 8 3200 2.50×100 0.7294 0.7303 0.7303 0.7316 (7.0) 0.7309 (7.0) 0.7325 (7.0)
7 HTRU2 9 17898 3.50×101 0.8966 0.9141 0.9141 0.9140 (7.6) 0.9141 (7.7) 0.9140 (7.5)
8 Breast Cancer 10 277 8.33×10−4 0.7401 0.7256 0.6968 0.7401 (3.0) 0.7509 (2.2) 0.7401 (2.6)
9 Breast Cancer Wisconsin 10 683 3.42×10−7 0.9751 0.9751 0.9751 0.9751 (8.7) 0.9751 (8.7) 0.9751 (8.7)
10 Solar Flare 11 1389 3.72×10−3 0.7811 0.8431 0.8215 0.8431 (0.0) 0.8431 (0.0) 0.8431 (0.0)
11 Wine 14 178 7.24×10−3 0.9270 0.9270 0.9270 0.9494 (6.8) 0.9438 (10.8) 0.9494 (6.8)
12 Heart 14 270 2.44×10−3 0.8259 0.8370 0.8037 0.8407 (5.3) 0.8074 (7.9) 0.8407 (5.4)
13 Australian 15 690 2.97×10−4 0.8290 0.8507 0.8203 0.8493 (4.3) 0.8507 (4.3) 0.8464 (4.0)
14 EEG 15 14980 4.57×10−1 0.5778 0.7246 0.7212 0.7155 (12.3) 0.7155 (12.3) 0.7135 (12.4)
15 Zoo 17 101 1.03×10−4 0.9802 0.9228 0.9406 0.9505 (7.1) 0.9505 (6.9) 0.9406 (6.3)
16 Congressional Voting Records 17 232 1.77×10−3 0.9095 0.9655 0.9483 0.9655 (2.9) 0.9569 (3.6) 0.9698 (2.9)
17 Pendigits 17 10992 1.68×10−2 0.8032 0.9342 0.9332 0.9349 (16.0) 0.9349 (16.0) 0.9344 (16.0)
18 Letter 17 20000 1.17×10−2 0.4466 0.6434 0.6434 0.6309 (15.9) 0.6309 (15.9) 0.6297 (15.9)
19 Lymphography 19 148 1.63×10−7 0.8446 0.7500 0.8108 0.8041 (6.8) 0.8108 (7.5) 0.7905 (7.0)
20 Image Segmentation 19 2310 1.26×10−3 0.7290 0.8255 0.8273 0.8208 (14.9) 0.8212 (14.9) 0.8277 (15.0)
21 Hepatitis 20 80 7.63×10−5 0.8500 0.6125 0.5750 0.7875 (2.1) 0.8000 (2.5) 0.8000 (2.6)

average 0.8041 0.8219 0.8209 0.8466 (6.4) 0.8458 (6.8) 0.8463 (6.4)

に，各データセットに含まれる連続量はいずれも中央
値を境に 2 値に離散化し，欠損値を含むサンプルは
データセットから除去した．いずれの手法においても，
構造学習後の BNCの条件付き確率パラメータは全て
EAP で推定した．GBN-BDeu, ANB-BDeu, 幅優先探
索，幅優先分枝限定法と深さ優先分枝限定法の ESSに
ついては，10分割交差検証を用いて {1,10,100,1000}
から定めた．また，幅優先分枝限定法と深さ優先分枝
限定法における変数選択の際の対数 Bayes factorのし
きい値は 0とした．
各手法，各データセットに対して，10 分割交差検
証によるテストデータの平均一致率を求め，分類精度
として表 1 に示した．表 1 における SPP(Sample Per
Pattern: SPP)は全変数がとりうる値のパターン数でサ
ンプルサイズを割ったものを表す．また，表中では，
幅優先探索，幅優先分枝限定法，深さ優先分枝限定法
によって学習された構造の目的変数の子変数数を括弧
書きで示している．
表 1より，深さ優先分枝限定法の平均分類精度は枝
刈りを行わない幅優先探索の平均分類精度にわずかに
劣るが，ほぼ同等であることが確認できる．この結果
は，深さ優先分枝限定法の枝刈りがそれを用いない場
合に比べて分類精度をそれほど低下させないことを示
している．

表 1 より，深さ優先分枝限定法の平均分類精度は
Naive Bayes の平均分類精度を上回っていることが確
認できる．Naive Bayes は全説明変数が目的変数のみ
を親にもつため，表現力が低い [28]．ただ，21 番の
データセットでは，深さ優先分枝限定法の分類精度が
Naive Bayesの分類精度を下回っている．これらのデー
タセットでは，SPPが小さいため，深さ優先分枝限定
法は目的変数の子変数を過小に学習している．その結
果，深さ優先分枝限定法が学習した構造は分類上重要
な変数が削除されてしまったと考えられる．
更に，表 1より，深さ優先分枝限定法の平均分類精
度は GBN-BDeu, ANB-BDeuの平均分類精度を上回っ
ていることも確認できる．GBN-BDeu, ANB-BDeuは，
NCPの最小化を保証しない [9]．したがって，深さ優先
分枝限定法は GBN-BDeu, ANB-BDeu に比べて NCP
の小さな構造を学習し，結果として高い分類精度を示
したと考えられる．
次に，(1) 枝刈りがそれを用いない場合に比べて

NCPを大きくさせないこと，(2)深さ優先分枝限定法
が GBN-BDeu, ANB-BDeu に比べて小さい NCP をも
つことを確認するために，各データセットに対して
NCPを推定した．その結果を表 2に示す．
表 2 より，深さ優先分枝限定法の平均 NCPは枝刈

りを用いない幅優先探索の平均 NCP より少し大きい
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表 2 各手法によって学習された構造の NCP.
Table 2 NCPs of the learned structures of the respective methods.

Sample GBN- ANB- 幅優先 深さ優先
No. Variables size SPP BDeu BDeu 幅優先探索 分枝限定法 分枝限定法
1 5 24 3.33 × 10−1 8 18 8 8 8
2 5 132 2.29 × 10−1 176 40 29 29 29
3 5 150 3.13 × 100 18 28 19 25 19
4 5 625 3.33 × 10−1 48 50 50 50 50
5 5 1372 4.29 × 101 25 31 15 15 15
6 8 3200 2.50 × 100 186 187 94 93 98
7 9 17898 3.50 × 101 69 77 198 118 176
8 10 277 8.33 × 10−4 20 105 35 22 30
9 10 683 3.42 × 10−7 150 179 161 161 161
10 11 1389 3.72 × 10−3 19 1570 8 8 8
11 14 178 7.24 × 10−3 36 59 28 49 28
12 14 270 2.44 × 10−3 32 58 19 36 19
13 15 690 2.97 × 10−4 65 447 64 69 60
14 15 14980 4.57 × 10−1 2850 2703 1849 1849 1849
15 17 101 1.03 × 10−4 4455 816 508 497 290
16 17 232 1.77 × 10−3 24 121 10 20 9
17 17 10992 1.68 × 10−2 11042 11215 9175 9175 9887
18 17 20000 1.17 × 10−2 18360 18386 12354 12354 12354
19 19 148 1.63 × 10−7 216535 219126 104 133 146
20 19 2310 1.26 × 10−3 3840 2464 4324 4324 5551
21 20 80 7.63 × 10−5 2011 5880 10 11 13

average 12379 12550 1384 1383 1467

が，ほぼ同等であることが確認できる．ただ，19番の
データセットでは，深さ優先分枝限定法の NCP は枝
刈りを用いない幅優先探索の NCP の約 1.4 倍になっ
ている．このデータセットでは，深さ優先分枝限定法
は Bayes factorにおける変数選択において，目的変数
の子変数集合を過大に推定し，最短パスも枝刈りした
可能性がある．
表 2より，深さ優先分枝限定法の平均 NCPは GBN-

BDeu, ANB-BDeuの平均 NCPを大幅に下回っている
ことも確認できた．
次に，枝刈りが計算時間を削減するのかを確認する
ために，幅優先探索，幅優先分枝限定法，深さ優先分
枝限定法の平均実行時間を測定し，結果を表 3に示し
た．幅優先分枝限定法，深さ優先分枝限定法の平均実
行時間については，Bayes factor による変数選択が必
要になるため，その計算時間を含んでいる．
表 3より，幅優先探索と深さ優先分枝限定法の計算
時間を比較すると，4,5,6,7番を除く全てのデータセッ
トにおいて深さ優先分枝限定法は幅優先探索よりも計
算時間を削減した．4,5,6,7番において，深さ優先分枝
限定法の計算時間が幅優先探索の計算時間より大きい
のは，これらのデータセットはサンプルサイズが大き
く，Bayes factor による変数選択の計算時間が枝刈り
により削減した計算時間を上回っているためであると
考えられる．ただ，14, 17, 18 番目のようにサンプル
サイズは大きいが，変数数が多いデータセットでは，
深さ優先分枝限定法の計算時間の方が幅優先探索の計

表 3 各手法の構造探索における平均計算時間．
Table 3 Average runtimes of the respective methods.

Sample 幅優先 深さ優先
No. Variables size SPP 幅優先探索 分枝限定法 分枝限定法
1 5 24 3.33 × 10−1 0.0131 0.0191 0.0100
2 5 132 2.29 × 10−1 0.0170 0.0293 0.0149
3 5 150 3.13 × 100 0.0181 0.0285 0.0134
4 5 625 3.33 × 10−1 0.0134 0.0274 0.0170
5 5 1372 4.29 × 101 0.0188 0.0376 0.0268
6 8 3200 2.50 × 100 0.1214 0.1903 0.1371
7 9 17898 3.50 × 101 0.2785 0.4766 0.3636
8 10 277 8.33 × 10−4 0.3236 0.2839 0.1719
9 10 683 3.42 × 10−7 0.3175 0.3481 0.1221
10 11 1389 3.72 × 10−3 0.8851 0.6323 0.4564
11 14 178 7.24 × 10−3 16.0481 16.7150 4.6310
12 14 270 2.44 × 10−3 9.9224 9.9403 3.8845
13 15 690 2.97 × 10−4 18.3376 17.4498 8.1574
14 15 14980 4.57 × 10−1 166.2700 171.7628 24.3754
15 17 101 1.03 × 10−4 459.3530 467.0208 21.2139
16 17 232 1.77 × 10−3 427.0858 421.7075 34.8079
17 17 10992 1.68 × 10−2 744.8170 769.2896 145.3891
18 17 20000 1.17 × 10−2 530.7353 535.9485 99.6420
19 19 148 1.63 × 10−7 555.6909 537.8737 97.3051
20 19 2310 1.26 × 10−3 5588.0012 5655.7484 261.5876
21 20 80 7.63 × 10−5 10044.8238 6946.1992 250.7541

geometric mean 5.5101 6.3813 1.7354

算時間よりも短い．これは，変数数の増加に伴い枝刈
りの回数が増加し，削減できる計算時間が大きくなる
ためであると考えられる．
更に，表 3より，14変数以上のデータセットにおい
て，深さ優先分枝限定法の計算時間は幅優先分枝限定
法の計算時間を大幅に下回っている．これは，深さ優
先分枝限定法の枝刈り回数が幅優先分枝限定法の枝刈
り回数に比べて大幅に多いためであると考えられる．
次に，深さ優先分枝限定法が幅優先分枝限定法に比
べて枝刈りの回数を増加させたことを確認するために，
それぞれの枝刈り回数を測定し，結果を表 4に示した．
表 4より，深さ優先分枝限定法の平均枝刈り回数は
幅優先分枝限定法の平均枝刈り回数より多いことが確
認できる．更に，14変数以上の全てのデータセットで
深さ優先分枝限定法の枝刈り回数は幅優先分枝限定法
の枝刈り回数より多いことがわかる．この結果は，幅
優先探索から深さ優先探索に変更することで，変数数
が増えると枝刈りの回数が増加することを示している．

4. 2 大規模データセットを用いた分類精度比較
本節では，菅原ら [9] のアルゴリズムでは学習でき

ない 20変数以上の BNC学習を評価する．
前節の実験で用いたデータセットに比べ大規模な 31
∼ 58変数の 5種類のベンチマークデータセットを用い
て実験を行った．この実験では，ESSの値を 1に固定
し [29], [30]，最大親変数を 4に制限した．また，構造
学習は，6時間の制限時間を設け，超過する場合は学
習を打ち切った．その他の条件は前節と同様であり，
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Naive Bayes, GBN-BDeu, ANB-BDeu,幅優先探索，幅
優先分枝限定法と深さ優先分枝限定法の分類精度を比
較した．
各手法の分類精度を表 5に示す．表 5における “TO”
は制限時間内に学習できなかったことを表す．また，
表 5の深さ優先分枝限定法の結果において “*”は，メ
モリオーバによって打ち切りが発生し，それまでに得
た最も NCP の小さい構造を用いたときの分類精度に
付与されている．そして，表中では，深さ優先分枝限
定法によって学習された構造の目的変数の子変数数を
括弧書きで示している．
表 5より，深さ優先分枝限定法は全てのデータセッ
トで学習構造を得ることができた．一方，GBN-BDeu,

表 4 幅優先分枝限定法と深さ優先分枝限定法の構造探索
における平均枝刈り回数．

Table 4 The number of the pruning of the breadth-first branch and
bound algorithm and the depth-first branch and bound al-
gorithm.

Sample 幅優先 深さ優先
No. Variables size SPP 分枝限定法 分枝限定法
1 5 24 3.33×10−1 8.2 3.9
2 5 132 2.29×10−1 7.8 3.3
3 5 150 3.13×100 6.6 3.2
4 5 625 3.33×10−1 12.0 4.0
5 5 1372 4.29×101 2.9 4.0
6 8 3200 2.50×100 100.0 27.6
7 9 17898 3.50×101 7.8 58.7
8 10 277 8.33×10−4 130.9 176.1
9 10 683 3.42×10−7 310.3 98.0
10 11 1389 3.72×10−3 152.5 326.2
11 14 178 7.24×10−3 3045.8 5945.4
12 14 270 2.44×10−3 3917.8 6275.3
13 15 690 2.97×10−4 5438.1 22030.4
14 15 14980 4.57×10−1 46.4 42485.8
15 17 101 1.03×10−4 3673.8 29600.5
16 17 232 1.77×10−3 17554.6 22001.9
17 17 10992 1.68×10−2 0.0 189638.4
18 17 20000 1.17×10−2 0.0 154339.2
19 19 148 1.63×10−7 63569.0 189638.4
20 19 2310 1.26×10−3 68.4 154339.2
21 20 80 7.63×10−5 14612.1 386621.3

average 5365.0 44368.1

表 5 大規模データセットにおける各手法の分類精度
Table 5 Classification accuracies of the respective methods for large datasets.

Sample Naive GBN- ANB- 幅優先 深さ優先
No. Dataset Variables size SPP Bayes BDeu BDeu 幅優先探索 分枝限定法 分枝限定法
1 wdbc 31 569 2.65 × 10−7 0.9139 TO TO TO TO 0.9350 (5.8)
2 kr-vs-kp 37 3196 1.55 × 10−8 0.6640 TO TO TO TO 0.9061∗ (4.4)
3 biodeg 42 1055 4.94 × 10−14 0.7877 TO TO TO TO 0.7735 (3.2)
4 Flowmeters_D 44 180 5.12 × 10−12 0.8333 TO TO TO TO 0.8444 (7.3)
5 spam 58 4601 1.60 × 10−14 0.8794 TO TO TO TO 0.9109∗ (16.5)

average 0.8156 - - - - 0.8740 (7.4)

ANB-BDeu, 幅優先探索，幅優先分枝限定法は全ての
データセットで学習が打ち切られ，構造を得ることが
できなかった．また，深さ優先分枝限定法の分類精度
は，3番を除く全てのデータセットで Naive Bayesの分
類精度を上回っていることが確認できる．3番のデー
タセットでは，SPPが非常に小さいため，深さ優先分
枝限定法は目的変数の子変数を過小に学習している．
その結果，分類上重要な変数を削除してしまったと考
えられる．

5. む す び

本論文では，深さ優先分枝限定法による NCPを最小
にして真の分類確率に漸近収束するベイジアンネット
ワーク分類器の構造学習法を提案した．具体的には，
(1) Naive Bayes の NCP がその下限値であることを証
明し，(2)深さ優先分枝限定法のための NPCリバース
オーダグラフを提案して，(1) で示した下限値を用い
た分枝限定法を導入した．
提案手法は以下の利点をもつ．(1) 従来の幅優先探
索を用いた手法よりも計算時間を大幅に削減する．(2)
深さ優先分枝限定法を用いることで，実行途中にメモ
リ等のリソースが不足してもそれまでの最適な構造を
得ることが可能である．
ベンチマークネットワークによる実験により，提案
手法は従来の幅優先探索を用いたアルゴリズムと同等
の精度を保ったまま計算時間を削減できることを示し
た．また，従来手法では 20 変数程度の構造学習が限
界であったが，提案手法は 58 変数の構造学習を実現
した．
今後の課題として，より大規模なノード数をもつベ
ンチマークを用いて実験を行い，提案手法の有効性を
示す．
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付 録

1. 定理 3.1の証明
［証明 1］（定理 3.1） 任意の変数集合 V を考える．V
に対する I-mapの中で NCPを最小にする BNC, G∗(V)
について，G∗(V) における目的変数の子変数集合 Vc

を説明変数とする Naive Bayes を GNB(Vc) とする．
このとき，Naive Bayes の説明変数の親変数は目的変
数のみであるため，GNB(Vc)における Xi ∈ Vc につ
いての NCPi は NCPi({X0}) で表せる．したがって，
NCP(GNB(Vc))は以下のように表せる．

NCP(GNB(Vc)) =
∑

Xi ∈Vc

NCPi({X0}) + r0 − 1.

(A·1)

また，Xi ∈ Vc としたとき，GNB(Vc)における Xi に
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ついての NCPi , NCPi({X0})と，G∗(V)における Xi に
ついての NCPi , NCPi(Pa(Xi,G∗(V)))に関して，

NCPi({X0}) = (ri − 1)r0, (A·2)

NCPi(Pa(Xi,G∗(V))) = (ri − 1)q∗i (A·3)

が成り立つ．ここで，q∗i は Pa(Xi,G∗(V)) のとり得
るパターン数を表す．また，Xi ∈ Vc より，X0 ∈
Pa(Xi,G∗(V))となるため，r0 ≤ q∗i となる．したがっ
て，以下が成り立つ．

NCPi({X0}) ≤ NCPi(Pa(Xi,G∗(V))) (A·4)

以上より，

NCP(GNB(Vc))

=
∑

Xi ∈Vc

NCPi({X0}) + r0 − 1

≤
∑

Xi ∈Vc

NCPi(Pa(Xi,G∗(V))) + r0 − 1

= NCP(G∗(V)). (A·5)

したがって，任意の変数集合 Vについて，Vに対する
I-map の中で NCP を最小にする BNC, G∗(V) におけ
る目的変数の子変数集合 Vc を説明変数とする Naive
Bayesを GNB(Vc)とすると，以下が成り立つ．

NCP(GNB(Vc)) ≤ NCP(G∗(V)) (A·6)

2

2. 定理 3.2の証明
［証明 2］（定理 3.2） NPC リバースオーダグラフの任
意のノード Uと Uからエッジが引かれている任意の
ノード Rについて，Xj ∈ U\Rとし，c(U,R)をノード
U からノード R へのエッジがもつコストであるとす
る．ここで，Xj < Vc のとき，

h∗(U) =
∑

Xi ∈(U∩Vc )
NCPi(X0)

=
∑

Xi ∈(R∩Vc )
NCPi(X0)

≤
∑

Xi ∈(R∩Vc )
NCPi(X0) + NCPj (g∗j (U\{Xj }))

= h∗(R) + c(U,R) (A·7)

が成り立つ．また，Xj ∈ Vc のとき，X0 ∈ g∗j (U\{Xj })
が成り立つ．したがって，次式が成り立つ．

h∗(U) =
∑

Xi ∈(U∩Vc )
NCPi(X0)

=
∑

Xi ∈(U∩Vc )\{Xj }
NCPi(X0) + NCPj (X0)

=
∑

Xi ∈(R∩Vc )
NCPi(X0) + NCPj (X0)

≤
∑

Xi ∈(R∩Vc )
NCPi(X0) + NCPj (g∗j (U\{Xj }))

= h∗(R) + c(U,R). (A·8)

以上から，

h∗(U) ≤ h∗(R) + c(U,R). (A·9)

したがって，h∗ は無矛盾である． 2

（2023 年 6 月 8 日受付，11 月 10 日早期公開）
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